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1. 서 론

최근 산업에서 모듈화가 가속함에 따라 기어박스 하우징의 경량

화 및 소형화에 대한 연구가 활발히 진행되고 있다. 특히, 하우징의 

경량화 및 소형화로 인하여 하우징 뿐 아니라 샤프트 등으로 인한 

소음 및 진동의 문제가 야기 될 수 있기 때문에 샤프트와 하우징이 

동시에 고려된 동적 해석이 활발하게 연구되고 있다[1-3]. 다중점 

제약조건(multipoint-constraints, MPCs)은 여러 기계 요소들에 

대한 연결을 수치적으로 구현하기 위해 주로 사용되는 방법이다. 

이러한 다중점 제약조건들 중에서도 강성 다중점 구속조건(rigid 
MPCs)은 샤프트의 회전 중심축과 하우징과 샤프트의 접촉이 발

생되는 부분에서의 병진, 회전 조건 들을 손쉽게 구현할 수 있기 

때문에 샤프트의 효과가 고려되어야 하는 하우징 동적 해석에 널

리 사용되고 있다[4].
강성 다중점 구속조건이 적용된 하우징 수치 모델이 샤프트 등

의 다른 기계요소의 영향을 고려할 수 있는 방안임에도 불구하고 

여전히 해결되어야 할 문제들을 포함하고 있다. 특히, 정교한 동적 

거동을 묘사하기 위해서는 많은 수의 자유도(degrees of freedom, 
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DOF)를 바탕으로 강성 다중점 구속조건이 구현되어야 하므로 막

대한 계산비용과 소요시간이 발생하게 된다.
따라서, 본 논문에서는 이러한 문제들을 해결하고자 본 논문에서

는 고성능 차수 감소 모델링(reduced-order modeling, ROM)을 

활용하여 강성 다중점 구속조건이 적용되는 하우징에 대한 효율적

인 해석 방안을 제시하고자 한다. 제안된 방법에서는 강성 다중점 

구속조건을 라그랑지 승수법(Lagrange multiplier method)을 사

용하여 하우징에 구현하였다[5]. 구현된 수치 모델이 가지는 막대한 

계산비용 문제를 해결하기 위해 샤프트의 움직임을 하우징에 연결

해 줄 수 있는 응축 노드(condensation node)로의 차수 감소를 이

용하여 적은 계산비용을 가지는 하우징 모델을 생성하였다[5]. 또한, 
이러한 차수 감소 과정에서 불가피하게 발생되는 정확도 하락을 효

과적으로 보정하기 위해, 동적 보상방법(dynamic correction)을 추

가적으로 적용하였다[5].
결과적으로, 본 논문에서 제시되는 하우징 모델은 기존 모델에 

비해 매우 작은 차원을 가지며, 이로 인해 기존 수치 모델이 가지는 

막대한 계산비용 문제가 효율적으로 처리될 수 있었다. 또한, 본 

논문에서의 차수 감소 과정에서 추가적으로 적용된 동적 보상방법

으로 인하여 모델의 차원이 크게 감소하였음에도 불구하고, 높은 

정확도를 가지는 감축 모델이 차원의 변화 없이 생성될 수 있었다. 

2. 차수 감소 모델링
2.1 Rigid MPCs

강성 다중점 구속조건(rigid MPCs)은 외력을 전달받는 구속 노

드들(constraint nodes)에 대해 이 노드들을 하나로 표현하는 압축 

노드(condensation node)를 정의하여 압축 노드의 움직임을 통해 

구속 노드들의 움직임을 예측할 수 있는 방법이다[6]. 강성 다중점 

구속조건에 대한 간단한 예는 Fig. 1에 묘사되어 있다. Fig. 1에서 

압축 노드는 원통의 중앙에 위치하며, 구속 노드는 원통 구조에서 

압축 노드에 가까운 노드들로 지정하였다. 압축 노드와 구속 노드 

간의 변위 차에 대한 식은 다음과 같다.

xck  xm  Ckm (1a)

xck  xcx kxcy kxcz k

Ck 






  rkz rky

rkz   rkx

 rky rkx 







m  xyz (1b)

여기서 변수 x와 는 변위 및 회전각을 의미하며, 또한 r은 

압축 노드와 구속 노드 사이의 거리 벡터를 나타낸다. 아래 첨자 

c와 m은 각각 구속 노드와 압축 노드를 의미한다. 구속 노드 총 

개수는 아래 첨자 k로 표현된다. 식 (1)에 나타나 있는 구속조건은 

다음과 같이 매트릭스 A를 사용하여 나타낼 수 있다.

Au  (2a)

A As Am    As Ac Au   (2b)

u  usum  usucuu (2c)

식 (2)에서 u는 병진과 회전 자유도를 모두 포함한 변위 벡터이

다. 아래 첨자 u와 s는 각각 비구속(unconstraint) 노드와 structure 
노드를 의미한다. Structure 노드는 구속과 비구속 노드 모두를 포

함하는 노드이다.
Fig. 1에서 보는 바와 같이 비구속 노드가 1번이고 k가 4일 때 

식 (1)을 적용하여 매트릭스 A에 대해 정리하면 다음과 같다.

Au As Am  usum   us 






u

u

u

u





 (3a)

As 






I ×    

 I ×   

  I ×  





 Am 






 I ×  C

 I ×  C

 I ×  C





 (3b)

여기서 I × 은 3차 단위행렬을 의미한다. 식 (3)과 같이 압축 

노드와 구속 노드에 대한 식을 정리함으로 강성 다중점 구속조건

을 적용할 수 있다. 운동 방정식에 MPCs를 적용하는 기존의 방법

은 다음 섹션에서 이어서 설명한다.

2.2 Rigid MPCs with conventional method
비감쇠 자유진동 조건에서 기어박스 하우징의 운동 방정식은 다

음과 같다[7,8].

(a) Schematic of rigid MPCs (b) Location separately 
specified in rigid MPCs

Fig. 1 Simple example of the rigid MPCs
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Mx Kx F (4)

  이며 2차 미분 인자를 의미하고 F는 외력을 나타

낸다. 강성 다중점 구속조건을 적용하기 위해 질량 행렬과 강성 

행렬을 구속과 비구속 부분으로 나누어 정리하면 다음과 같이 나

눌 수 있다.

Mss  Mcc McuMuc Muu
  Kss  Kcc KcuKuc Kuu  FsFcFu (5)

식 (2)와 식 (3)을 통해 변환 행렬을 구하면 다음과 같이 정리할 

수 있다.

T   AmINu× Nu  INm× Nm

 (6)

여기서 Nu과 Nm은 각각 unconstraint node와 condensation 

node의 자유도 수를 의미한다. 식 (6)에서 구한 변환 행렬을 사용

하여 질량 행렬과 강성 행렬에 Galerkin projection을 적용하면 

다음과 같이 강성 다중점 구속조건을 적용할 수 있다.

M TTMssT  K TTKssT (7)

윗 첨자 T는 전치 행렬(transpose matrix)을 의미한다. 식 (7)에
서 구한 질량 행렬과 강성 행렬을 운동 방정식인 식 (4)에 대입함

으로 강성 다중점 구속조건을 운동 방정식에 적용할 수 있다. 식 

(1)에서 알 수 있듯 이 방법은 정확도를 높이기 위해서 많은 수의 

자유도가 필요하다. 이러한 한계점을 보완하기 위해 라그랑지 승

수법을 사용하여 강성 다중점 구속조건을 적용하고자 하였다.

2.3 Rigid MPCs with Lagrange multiplier
운동 방정식에 강성 다중점 구속조건을 사용하기 위해서 라그

랑지 승수법을 구속조건 내에서 극값을 찾는 수단으로 사용할 수 

있다. 먼저 n개의 변수에 대한 라그랑지 벡터는 다음과 같다.

   ⋯ n T (8)

라그랑지 벡터를 벡터 u에 포함시키고 질량 행렬과 강성 행렬

을 새로 정의된 u에 맞게 정리한다[5].

M




Mss  

  
  




  K Kss AsT As  Am AmT 


 (9a)

u






us


um




 F






Fs


Fm




 (9b)

라그랑지 승수법에 대한 정의와 식 (9)를 사용하여 식 (2)를 다

음과 같이 라그랑지 벡터를 포함한 방정식으로 표현할 수 있다.






Kss  Mss As

T


As  Am

 Am
T













us


um
















 (10)

식(10)을 xm과 Tn의 곱으로 다음과 같이 정리할 수 있다.






us


um





 Tnxm (11)

이를 um에 대해 정리하고 Galerkin projection을 적용하여 이

에 대한 질량과 강성 행렬을 구한다.

MLM
um  K LMum  F (12a)

MLM  Tn
TMTn K LM  Tn

TKTn F Tn
TF (12b)

여기서 아래 첨자 LM은 라그랑지 승수법을 적용한 것을 나타낸다.
식 (12)와 같이 라그랑지 승수법을 적용한 변환 행렬을 사용하여 

강성 다중점 구속조건을 운동 방정식에 적용할 수 있다. Galerkin 
projection을 진행하면 질량 행렬과 강성 행렬의 차수가 감소하고 

필연적으로 이에 따른 오차가 발생하게 된다. 이를 보완하기 위해 

라그랑지 승수법을 적용한 방법에서는 비교적 작은 계산비용으로 

동적 보정방법을 구하여 오차를 줄일 수 있다. 식 (11)에서 Tn을 

구하면 정적 상태에 대한 TS와 동적 상태에 대한 TD를 다음과 

같이 구할 수 있다[5].

TS 

 smmINm× Nm


 TD  DsmdDmdNm× Nm


 (13a)

sm  Kss AsTm  m  As  TKssAs Am (13b)

Dsmd   smDmd Kss Mss Kss AsTm (13c)

Dmd   As  TMss As Am (13d)

여기서 아래 첨자 S와 D은 각각 정적 변환 부분과 1차 동적 
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변환 부분을 의미한다. 윗 첨자 d은 동적 보정방법을 적용한 

횟수를 괄호 안에 표시하여 나타내었다. 식 (10)에서 자유진동 상

태를 가정했을 때 harmonic response인 은 다음과 같이 계산할 

수 있다.

  MLMd   KLMd (14a)

MLMd  MLM  KLMd  KLM (14b)

식 (13)과 식 (14)를 정리하여 1차 동적 보정방법을 적용한 변환

행렬 TLMd는 다음과 같다.

TLMd  TS TD MLMd   KLMd (15)

2차 동적 보정방법은 1차 동적 보정방법에서의 항을 재사용하

며, 결과적으로 1차 동적 보정방법과 유사하게 차수만을 남기

도록 한다. 따라서, 2차 동적 보정방법의 변환 행렬 TLMd는 다음

과 같이 계산된다.

TLMd  TS TD MLMd   KLMd TD MLMd   KLMd MLMd   KLMd(16)

식 (15)와 식 (16)을 통해 n차까지 적용하여 일반화하면 다음과 

같이 정리할 수 있다.

TLM
dn  Ts  TD

  ⋯  TDn n (17)

MLMdn   TLMdnMTLMdn KLMdn  TLMdnKTLMdn (18)

위와 같이 라그랑지 승수법을 적용한 강성 다중점 구속조건을 

적용하여 하우징 모델링을 구현하였다. 그리고 하우징 모델링에서 

차수 감소에 따른 오차는 다음 장에서 검증하고자 한다.

3. 수치해석 결과
3.1 기어박스 하우징 모델링

하우징은 기어박스에서 기어를 외부로부터 보호하는 구성요소

이며 구동시 발생되는 샤프트의 진동을 감쇄시키는 베어링을 고정

시키는 역할을 한다. 이와 같은 역할을 하는 하우징은 기어박스를 

구성하는 요소 중 무게를 감소시킬 수 있는 주요 부분이자 변속기 

전체의 크기를 줄일 수 있는 핵심적인 부분이다. 경량화와 소형화

를 진행하면서도 앞서 언급한 하우징의 기능을 유지하는 것이 주

요한 과제이다. 본 논문에서의 모델링의 대상은 기존 내연기관보

다 소형화가 진행된 전기자동차의 기어박스 하우징을 대상으로 하

였다. 또한, 샤프트 등에서 전달되는 진동 영향을 효과적으로 고려

하기 위해 강성 다중점 구속조건을 적용하였다.
하우징을 구성하는 재료는 알루미늄이며, 이를 수치적으로 해

석하기 위해 유한요소 방법을 사용하였다. 유한요소 방법을 구현

하기 위한 mesh는 3d element로 구성하였으며, 강성 다중점 구

속조건은 압축 노드와 구속 노드들을 활용하며 구현되었다. 이 

작업에서 사용되는 하우징에 대한 mesh 결과 및 강성 다중점 구

속조건을 위한 노드들의 조건은 Fig. 2와 Fig. 3에 묘사되어 있

다. 또한, 본 논문에서 사용되는 하우징의 물성치, 자유도 등의 

정보는 Table 1에 수록되어 있다. 본 논문에서는 MATLAB 
(R2020b)을 사용하여 수치해석 결과들을 도출하였다. 다음 섹션

에서는 강성 다중점 구속조건에 대한 설명과 본문에서 사용하는 

강성 다중점 구속조건이 적용된 하우징에 대한 차수 감소 과정을 

설명하고자 한다.

3.2 Eigenvalue
강성 다중점 구속조건을 적용하는 기존의 방법과 라그랑지 승수

법을 사용하는 두 모델의 성능을 평가하기 위해 주파수영역의 고

유진동수를 계산하여 그 결과를 비교하였다. 고유진동수의 상대적

인 오차값은 다음과 같이 정의된다[9].

i i
i  i  (19)

i은 모드 i번째에서 고유진동수의 상대적인 오차값을 의미하며 

i와 i은 각각 레퍼런스 고유값과 비교대상의 고유값을 의미한

다. 이미 구해진 질량과 강성 행렬의 고유값을 계산함으로 하우징

의 고유진동수에 대한 응답특성을 비교하였다. Fig. 4에서 각 모델

의 고유값에 대한 계산결과와 전체 매트릭스를 계산한 레퍼런스 

모델과의 차이를 모드값에 따라 그래프로 나타내었다. Table 2에

는 Fig. 4에서 나타난 오차 벡터에 대해 프로베니우스 norm을 취

하여 수치적인 방법으로 각 오차 값의 차이를 비교할 수 있도록 

나타내었다.
강성 다중점 구속조건을 기존의 방법으로 적용했을 때의 결과는 

정적 요소만 고려한 정적 보정방법(static correction)으로 간주할 

수 있다. Fig. 4에서 기존의 방법인 정적 보정방법을 기준으로 동

적 보정방법을 반복적용한 횟수가 늘어나면 고유값에 대한 오차가 

확연히 줄어드는 것을 확인할 수 있으며 이러한 오차의 감소가 특

정 모드에서만 일어나는 것이 아니라 전체 구간에서 오차가 감소

하는 것으로 확인된다. Fig. 4에서 동적 보정방법을 반복 적용하는 

횟수를 늘리면 상대적인 오차가 줄어듦을 확인할 수 있으나 그 정
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확도의 향상폭은 반복할수록 줄어드는 경향을 보이기 때문에 3rd 
dynamic correction까지만 적용하였다. 상대적인 오차들을 수치

적으로 표현한 Table 2에서 프로베니우스 norm을 취했을 때 정적 

보정방법과 3차 동적 보정방법과의 차이는 약 100배 정도로 나타

나는 것으로 확인된다.
Fig. 4의 결과를 통해 동적 보정방법을 사용한 모델이 정적 보정

방법보다 레퍼런스 모델의 진동특성을 더 많이 함축하고 있다는 

것을 알 수 있었다. 기어박스 하우징에서 고유값을 잘 반영하는 

차수 감소 모델링을 사용하면 하우징 구조에 대한 각 요소들마다

의 진동특성을 더 잘 반영할 수 있어 외력에 대한 변형을 예측하는

데 더욱 높은 정확도의 결과를 도출할 수 있을 것으로 판단되었다. 
다음 섹션에서 진동수에 대한 고유값의 검증뿐만 아니라 외력에 

대한 기어박스 하우징의 strain과 stress field를 구하여 하우징의 

동적 거동에 대한 검증을 이어나가도록 한다.

3.3 Strain
강성 모델에서는 앞서 적용한 강성 다중점 구속조건에 따라 압

축 노드에서 발생한 외력이 구속 노드에 전달되어 변위의 변형을 

일으키게 된다. 기어박스 하우징에서 압축 노드에 발생하는 외력

은 하우징이 샤프트의 진동으로 인해 받는 힘으로 간주할 수 있다. 
압축 노드에서 시간에 따른 힘의 변화는 Newmark 방법을 사용하

여 적용하였다[10]. 하우징의 압축노드에 가해지는 외력은 1e+6 N
의 크기로 사인함수의 주기를 갖도록 하였고 이러한 외력을 0초부

터 10초 동안 가하도록 설정하였다. 단위 시간 간격은 1만분의 1초

로 지정하여 Newmark 방법의 최소 시간 간격과 근접하게 구성하

였다. 이와 같은 조건으로 시간에 따른 기어박스 하우징의 외력에 

대한 변위의 변화량을 계산하였다.
Table 3은 외력을 가한 시간이 9초일 때 레퍼런스 모델의 변위

와 각 모델의 변위의 차이를 프로베니우스 norm을 취하여 수치적

인 결과값을 보여주고 있다. Table 3의 결과에서 동적 보정방법을 

적용한 모델이 정적 보정방법을 적용한 모델보다 오차가 작게 나

타남을 확인할 수 있었다. 각 좌표축에 대한 오차값을 위치별로 

상세히 확인하기 위하여 Fig. 5에 각 방법에 대한 변위 변화량의 

Table 2 Frobenius norm of eigenvalue error

Correction type Static 1st Dyn. 3rd Dyn.
Fro. norm 100.90 16.63 1.02

Fig. 4 Iterative scheme of dynamic correction graph

Fig. 2 Gearbox housing implemented by tetrahedron element

Fig. 3 Denotation of each type area at gearbox housing

Table 1 Gearbox housing material&mesh property

Property Value
Young’s modulus (E) 7.8e+10 (Pa)

Poisson ratio (v) 0.34
Density (rho) 2750 (kg/m3)

Total node number 6739
Total element number 26236

Table 3 Frobenius norm of displacement error matrix

3rd Dyn. Static

x-direction 0.0143 0.0250
y-direction 0.0184 0.0214
z-direction 0.0129 0.0216
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오차값을 나타내었다. Fig. 5에서 x, y, z 모든 좌표축 방향에서 

구속 노드의 위치를 기점으로 차이가 두드러지게 나타나는 것을 

확인할 수 있었다.
수치해석 모델의 연속적인 시간 범위에서 각 방법을 적용한 두 

모델의 정확성을 보이기 위해 초기 시간부터 일정한 간격으로 변

위의 차이를 계산하여 Fig. 6에 나타내었다. Fig. 6에서 시간이 흘

러감에 따라 차이가 더욱 크게 나타나는 결과를 보였다. 변위의 

변화량에 대한 결과를 토대로 동적 보정방법이 기존의 정적 보정

방법보다 변위 변화에서 높은 정확도를 보이는 것을 확인할 수 있

었다. 다음 섹션에서는 폰 미세스 스트레스를 계산하여 stress 
field에 대한 검증을 이어나간다.

3.4 Von mises stress
앞서 보였던 고유값과 strain field의 결과에 이어 stress field에

서도 라그랑지 승수법을 적용한 강성 다중점 구속조건이 더 높은 

정확도를 도출하는지 검증하기 위해 폰 미세스 스트레스를 구하여 

비교하였다. 시간이 3초일 때 레퍼런스 모델의 폰 미세스 스트레스 

분포도는 Fig. 7과 같이 나타난다. 스트레스의 분포는 강성 다중점 

구속조건을 적용한 두 홀에 집중되어 있는 것을 확인할 수 있었다.
Fig. 8에는 앞에서 비교하였던 각 방법들의 폰 미세스 스트레스 

값을 계산한 결과와 레퍼런스 모델의 결과와의 차이값을 도출하여 

도식화하여 나타내었다. Fig. 8에서 정적 보정방법은 동적 보정방

법보다 상대적으로 오차값이 더 큰 것을 확인할 수 있었다. Fig. 
9에서는 각 방법에 대한 결과값의 최대 오차를 레퍼런스 모델에 대

해 백분율로 구한 것으로 계산된 모든 시간 영역에서 동적 보정방법

이 기존의 방법보다 높은 정확도를 보여주는 것을 알 수 있었다. 
Fig. 8과 Fig 9에서 폰 미세스 스트레스를 계산하여 얻은 stress 

field 결과는 동적 보정방법을 적용한 기어박스 하우징 모델이 정

적 보정방법을 적용한 기존의 방법보다 더 높은 정확도를 얻을 수 

있음을 보여주었다. 3차 동적 보정방법은 기존의 정적 보정방법의 

오차에 비해 약 10% 정도 오차가 감소하는 효과를 보이는 것으로 

나타났으며 동적 보정방법의 차수가 높아짐에 따라 전체 시간 구

간에서 오차를 더 감소시킬 수 있는 것을 확인할 수 있었다. 따라서 

라그랑지 승수법을 적용한 강성 다중점 구속조건이 하우징의 동적 

        

Stress  Pa
Fig. 7 Von mises stress distribution in reference model

        3rd Dynamic correction        Static correction
  (a) 

  (b) 

  (c) 

Displacement d mm
Fig. 5 Difference of displacement by direction at (t = 9 s) : (a) 

x-direction (b) y-direction (c) z-direction

          3rd Dynamic correction       Static correction

t = 3 s 

t = 6 s 

t = 9 s 

Displacement d mm
Fig. 6 Difference of displacement at each time to x-direction
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거동을 기존 방법에 비해 더 높은 정확도로 표현할 수 있음이 확인

된다. 다음 섹션에서는 컴퓨터 계산비용에 대한 이점을 확인한다.

3.5 Cost time
동적 보정방법에 대한 컴퓨터 계산비용을 상대적으로 가늠하기 

위해 전체 매트릭스를 계산하는 레퍼런스 모델과 정적 보정방법, 
동적 보정방법의 계산시간을 비교한 결과를 Table 4에 나타내었

다. 정적 보정방법과 3차 동적 보정방법을 사용한 계산비용은 레퍼

런스 모델을 계산할 때 사용되는 계산비용의 각 4.1%와 8.9% 수
준으로 측정되었다. 동적 보정방법의 차수를 늘릴 때마다 레퍼런

스 계산비용의 약 1.6%에 해당하는 값이 증가함을 알 수 있었다. 

앞의 섹션에서 보였던 정적 보정방법에 비해 동적 보정방법의 높

은 정확도를 감안하면 추가적인 낮은 계산비용으로 높은 정확도를 

얻을 수 있음을 확인할 수 있었다.

4. 결 론
본 논문에서는 전기자동차용 기어박스 하우징에서의 효율적인 

수치해석을 위한 차수 감소 방법과 해당 방법론이 적용된 모델을 

제시하였다. 제시된 모델은 하우징 자체의 진동 효과와 함께 하우

징 모델 내부의 다른 기계요소들이 전달하는 진동 영향을 추가적

으로 고려할 수 있도록 하우징 모델에 강성 MPCs를 적용하였다. 
그리고 앞서 언급한 MPCs의 적용 과정과 차수 감소 과정을 통합

하기 위해 Lagrange 승수법을 기반으로 하는 지배방정식을 사용

하였다. 또한 하우징 모델의 차수 감축 과정에서 방정식의 개수가 

줄어듦에 따라 불가피하게 발생되는 오차에 대해 차원의 변화 없

이 보상하고자 고성능 동적 보정방법을 추가적으로 적용하였다. 
결과적으로, 제안된 감축 모델은 샤프트, 기어 등의 다른 기계요소

의 진동 영향이 고려될 수 있는 연결점을 가지면서도 감축 전 수치 

모델 계산비용의 8.9%에 해당하는 계산비용만을 필요로 하여 계

산비용을 크게 절감할 수 있음이 확인되었다. 이와 더불어, 본 논문

에서 적용한 동적 보상방법으로 인해 감축 차원을 증가시키지 않

았음에도 동적 보상이 적용되지 않은 감축 모델보다 100배 이상의 

정확도를 가지는 감축 모델을 확보할 수 있었다. 또한 본 논문에서 

사용된 하우징의 감축 과정 및 그것의 수치 모델이 단일물리계에

서의 하우징 및 강성 MPCs에 국한되지 않기 때문에, 본 논문에서

의 핵심 아이디어인 다중 물리계 하에서의 하우징 거동 및 기타 

물리적 변위 제한을 구현할 수 있는 선형 제약조건 등과도 쉽게 

응용될 수 있다고 판단된다.
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